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1. Introduccion

La gran mayoria de las ramas de las ciencias fisicas han operado tradicionalmente bajo
la tesis reduccionista, que sostiene que para comprender las propiedades de un sistema basta
con estudiar sus partes a nivel fundamental. Al tratar de explicar comportamientos colectivos
que ocurren por la interaccién de grandes nimeros de particulas o elementos de un sistema, el
enfoque reduccionista se topa con sus limitaciones. En consequencia, la fisica estadistica surge del
intento de relacionar variables microscépicas y macroscépicas. Conforme este area ha avanzado,
ha ido dando lugar, entre otros, al nacimiento de la fisica de sistemas complejos, un drea con un
enfoque interdisciplinar usando la base y las herramientas que otorga la fisica estadistica. Un
concepto clave muy estudiado en la fisica de los sistemas complejos es el de fenémeno emergente,
denominado asi como aquel que aparece a partir de un cierto nivel de complejidad de un sistema,
y cuya explicacién es irreductible a las partes del mismo.

Los fenémenos emergentes ocurren en una variedad de contextos, ya sea en la fisica como
en la biologia, la ecologia o la sociologia. Los que son maés pertinentes a este trabajo son los
fendmenos de sincronizacion, en los que los elementos de un sistema tienden a un mismo estado
en funcién de distintos pardametros de éste. Un modelo paradigmatico de los fenémenos de
sincronizacién es el modelo Kuramoto[3], el cual muestra una transicién de fase entre un estado
incoherente y uno sincronizado para un sistema de osciladores en funciéon de la intensidad del
acoplo entre ellos. Esta transicién de fase puede ser de primer o segundo orden en funcién de la
topologia de la red compleja de interacciones o las caracteristicas de los elementos. Por ejemplo,
la transicién es de segundo orden si los osciladores se encuentran en una red modelada como un
grafo que considera Unicamente interacciones a pares, pero también se ha mostrado cémo bajo
otras condiciones la transicién es de primer orden[I]. En especial, Battiston et al. postularon la
existencia de interacciones grupales como una ruta natural hacia la explosividad en transiciones
de fase en dindmicas de sincronizacién y contagio[7], entendiendo por transicién explosiva aqui
como una transicién de primer orden. Las interacciones grupales, también llamadas de alto orden
son una generalizacion del concepto de interaccion entre dos elementos usual que se encuentra en
las redes, suponiendo en este caso interacciones grupales entre un ntimero mayor de elementos.
El objetivo principal de este trabajo es el de cuestionar la validez de este postulado, y ver bajo
qué condiciones las interacciones de alto orden llevan a transiciones de fase de primer orden.

El hallazgo de las transiciones explosivas se ha vuelto especialmente importante en dreas como
la neurociencia, donde fenémenos de biestabilidad o cambios abruptos en los estados de un sis-
tema son relevantes a la hora de entender distintas condiciones como la percepcion biestable[21],
convulsiones epilépticas en el cerebro[22], 23] o hipersensibilidad en dolor crénico en pacientes
con fibromialgia[24]. Para ahondar en esta cuestion, se exploraran las interacciones de alto or-
den variando distintos aspectos de la estructura, como su naturaleza aleatoria o geométrica,
sobre distintas dindmicas que presentan fenémenos de sincronizacion en redes, como son el mis-
mo modelo Kuramoto, una dindmica de consenso[5}, [6], un modelo para las células marcapasos
que regulan los latidos del corazén[I1], o el modelo Izhikevich para neuronas bioldgicas[13], [14],
presentando los distintos modelos dindmicos como casos particulares de un modelo general que
auna los distintos aspectos que pueden variar entre ellos. Finalmente, también se hard hincapié
en lo cercanos o no que pueden ser estos modelos con la realidad biolégica que representan, asi

como formas en que se pueden mejorar para ser mas rigurosos.
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2. Marco Teorico.

2.1. Estructuras con interacciones de alto orden

Las redes complejas son directorios o catdlogos de las componentes de un sistema y sus
interacciones. Tradicionalmente, los grafos son el objeto matematico que se usa para describirlas.
Un grafo G = (N, £) esté definido por dos conjuntos de elementos, a saber, N # () y L. Los
elementos de A, que representan los distintos componentes del sistema, se denominan nodos o
vértices, y se etiquetan con un indice ¢ = 1,..., N. Por otra parte, los elementos de £ son pares
(i,7) de distintos elementos de N llamados links o aristas, que suelen indicar una interaccién
entre los nodos en cuestién. La manera de almacenar esta informacién es mediante una matriz
de adyacencia A = {a;;}, de tamanio N x N, cuyos elementos se definen tal que el elemento de
matriz a;; = 1 si existe una interaccién entre los nodos (4, ) y a;; = 0 de otra forma. En este
trabajo vamos a considerar inicamente redes no pesadas y no dirigidas, por lo que A es una
matrix simétrica.

Podemos caracterizar la organizacién local de las interacciones a pares mediante el coeficiente
de clustering local, que se define localmente como el cociente entre el nimero de triéngulosE]
conectados al nodo 7 entre el niimero de posibles tridngulos conectados al mismo:

2F;

= b1 "

donde E; es el numero de tridngulos conectados a i. La media del clustering local de todos los
nodos se conoce como clustering global o de la red:

1
C:NZ:CZ-, (2)

Hay ocasiones en las que las interacciones entre pares no son suficientes para describir la
estructura de un sistema, y es necesario considerar interacciones en grupos. Estas interacciones,
también denominadas de alto orden, son representadas mediante hiperaristas, una generalizacion
del concepto de arista a grupos de mas de dos nodos.

El objeto matemaético para representar las interacciones de alto orden es un hipergrafo H =
(N, E), donde N es el mismo conjunto de elementos definido previamente para un grafo y & el
conjunto de hiperaristas. Cada elemento e € £ es un subconjunto de los nodos en N que indica
una interaccién grupal entre tales componentes, y se puede caracterizar mediante su orden
m[2]. El orden de una interaccién se define a partir de la cardinalidad del subconjunto segin
m = |e| — 1. Por lo tanto, hiperaristas de orden 1 representar interacciones a dos cuerpos como
las de un grafo, las de orden 2 interacciones a tres cuerpos, etc. Para almacenar la informacion,
podemos definir el tensor de adyacencia A(™) = {aETI) jm}, cuyos elementos az('?l),..., i, = Lsilos
nodos (%, ji, ..., jm) estan contenidos en una hiperarista de orden m, o son cero de otra manera.
Noétese que para m = 1 se recupera la matriz de adyacencia.

Los hipergrafos se pueden caracterizar mediante una serie de observables. En particular, el

grado generalizado da cuenta del nimero de hiperaristas de orden m a las que pertenece un

!Entendemos tridngulo como el motivo formado por tres nodos totalmente conectados mediante interacciones
a pares.
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cierto nodo i se define como
N

m)y _ 1 (m)
ki = Do G (3)
jl:"~7jm:1

A partir del grado generalizado de cada nodo, podemos calcular el grado medio generalizado de

la red de orden m como
N

() = &SR, (1

i=1

A partir del grado de los nodos, se puede definir la matriz diagonal de grado generalizado
(m) (m) (m)
ij 7 iJ

matriz diagonal de grado generalizado y el tensor de adyancencia, se define la matriz laplaciana

D™ como aquella cuyo elemento d;” = mk," sii = j,y d;"” = 0 de otra manera. Juntando la
generalizada L™ =[], que es otra manera de codificar la informacién de una estructura. En

particular, sus elementos Eg-n) se definen segun
= dg o, (5)

donde B(™) es la matriz de interaccién generalizada y representa el nimero de interacciones de

orden m donde tanto 7 como j aparecen,

(m) 1 )
bij :(m—l)! Z i1 eim (6)

j27“'7jm

A partir de los grados generalizado de los nodos de la red, se define también la distribucion
de grado generalizada como la probabilidad de que un nodo tenga grado k(™):
Nim)
P(k,m) =~k 7
(k,m) = ~E¢ (7)
donde Ny (m) es el niimero de nodos con grado generalizado Em),
En cuanto a la organizacién local de los hipergrafos, hay que tener en cuenta que para
m > 1 dos hiperaristas pueden contener el mismo subconjunto de nodos. El intra-order hyperedge
overlap [2] mide el grado de solapamiento de las hiperaristas de orden m a las que pertenece un
nodo i:

™ =1 - e (8)
S 4 g0

donde Si(m) es el nimero de vecinos unicos del nodo %, y Si(m)’i

el nimero maximo y minimo
respectivamente de vecinos tnicos posibles del mismo. Se entiende aqui por vecino tnico de
como aquel nodo j que se se encuentra en al menos una hiperarista en la que estd i. Las cantidades
S(m))

b * pueden ser calculadas analiticamente como Si(m)’Jr — mk™ y SZ-(m)’_ = [n], donde n se

)
/ (2)
14+4/14-8k;
( VM En la

im). Para m = 2, esto da lugar a n =
Figura[I]se puede ver un ejemplo de varios hipergrafos con distintos grados de hyperedge overlap.

R ny
define implicitamente como (m) =k
Cuando el niimero de vecinos tnicos es el médximo posible, que para el caso de hiperaristas de
orden m = 2 esto se corresponde con el doble de vecinos que de aristas, no hay solapamiento
(T; = 0, Figura[la)). En cambio, cuando el nimero de vecinos tinicos es igual al minimo nimero

de vecinos unicos posible, es decir, cuando hay el mismo ntimero de hiperaristas que de vecinos,
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tenemos un grado de solapamiento total (T; = 1.0, Figura [ffc)).

Figura 1: Intra-order hyperedge overlap. Hipergrafos con distintos valores de intra-order

hyperedge overlap para el nodo i con grado generalizado de alto orden k:Z(Q) = 4: (a) T; = 0.0;
(b)T; = 0.5; (¢)T; = 1.0.

Finalmente, a partir de los métricas locales, podemos definir mediante una media pesada un
valor del intra-order hyperedge overlap global de una red

o ptm)
T(m) — Zz i i ) (9)

> k™
2.1.1. Modelos de estructuras con interacciones de alto orden

Las propiedades de las estructuras de interaccién difieren en funcion de la naturaleza del
sistema que representan. Por ello, existen distintos modelos de redes con interacciones de alto
orden que permiten controlar dichas propiedades.

Los hipergrafos con interacciones
aleatorias son la estructura mas sim-
ple, ya que se forman anadiendo in-
teracciones de manera aleatoria en-
tre un ntmero fijo de N nodos. En
estos hipergrafos, la distribucién de
grado generalizado sigue una ley de
Poisson, es decir, la mayoria de no-
dos tendra un grado cercano al grado
medio de la red. Cuando la red solo
tiene interacciones de orden 1, se re-
cupera el modelo Erdés—Rényi. En
la Figura [2] se puede ver un ejem-

plo de este modelo con interaccio-
nes de orden 1 y 2, donde las aristas

estan representadas por lineas ne- Figura 2: Estructura aleatoria. Red aleatoria de 50 no-
gras uniendo nodos y las hiperaris- dos generalizada a alto orden de grado medio (k(l)) =

tas son tridngulos azules que tocan <k(1)> =3.
tres nodos.

Otro tipo de estructuras son las geométricas, que pretenden caracterizar sistemas en las que
la correlacion o cercania espacial de los elementos es determinante para que existan o no las
interacciones. Ciertas redes de transporte o redes de sistemas biolégicos como las neuronales
pueden modelizarse de esta manera. En particular, una estructura geométrica aleatoria es un
tipo de estructura en la que los nodos se sitiian en un cierto espacio 2D. Para cada orden de

interaccion m, se consideran como interacciones a todas aquellas combinaciones de m nodos
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80000 9 —— Experimental ’,/
Ajuste
60000

40000 /
20000 /

# 2-hiperaristas

_
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0.0 0.1 0.2 0.3
I'o

Figura 3: Hiperaristas. Niumero de 2-hiperaristas con respecto al radio en una red geométrica
aleatoria de orden m = 2 con 200 nodos y ajuste a f(z) = ax + bx? + ca® + dzt.

a b c d
(3+4)-10% | (-1.1£ 0.6) -10° | (9+2)-10° | (2.6+ 0.4) -10°

Tabla 1: Valores del ajuste a f(z) = az + bx? + ca® + dz* de la Figura

que pueden circunscribirse en un circulo de radio r,,. Si m = 1, el grado medio se relaciona
con el radio de manera que (k‘(l)> = %pmﬂ%, siendo p la densidad de nodos en el espacio. En
las Figuras [|(a)-(c) se puede ver cémo aumenta el nimero de interacciones de la estructura
conforme se aumentan los radios de interacciones a dos y tres cuerpos con r1 = r9. Para conocer
la dependencia con el radio en el caso de m = 2, se ha medido la evoluciéon del nimero de
hiperaristas de orden 2 conforme se aumenta el radio sobre la misma red y se ha hecho un ajuste
a una serie de Taylor truncada a la cuarta potencia, como se puede ver en la Figura (3] Para las
simulationes, se han considerado 200 nodos situados en una cuadricula de lado L = 1 y el ajuste,
hecho con las herramientas que proporciona la libreria scipy de python, da como resultados los
valores mostrados en la Tabla [

Dependiendo del contexto, las interacciones de alto orden se pueden entender como inter-
acciones a mas de dos cuerpos en las que una interaccién entre dos elementos es mediada por
otro elemento o elementos de naturaleza diferente. Estos elementos mediadores permiten, en
ocasiones, un alcance mayor que las intercciones pares. Casos como este se dan en redes de neu-
ronas en el cerebro, donde ciertos tipos de glias, que son células que acompanan a las neuronas e
intervienen en distintos procesos relacionados con éstas, favorecen interacciones de largo alcance
entre poblaciones de neuronas segregadas [16] [I7]. Para capturar esto en un modelo de estruc-
tura, aumentamos 7, (para m > 1) pero manteniendo el grado medio (k(™)) fijo. En ese caso,
no se anaden todas las hiperaristas que cumplirian la condiciéon dada por r,,, sino que se anaden
con una probabilidad que dé como resultado el grado medio deseado. Para interacciones a tres
cuerpos, dicha probabilidad se puede obtener de la funcién calculada mediante el ajuste de la
Tabla |1l Mediante dicha relacién, sabemos que un grado medio (k®)) = 5 (1000 2-hiperaristas
para una red de 200 nodos) se corresponde con un radio o = 0.121, que es la unica solucién
real positiva de la funcién. Si queremos obtener el mismo grado medio para otro radio superior
5 que se corresponde con un grado medio <k(2)’ ), nos deberemos quedar con las hiperaristas
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obtenidas con ese radio con una probabilidad p = W En las Figuras (d)-(f) se muestran

tres estructuras generadas mediante este método, para un 71 fijo y aumentando paulatinamente
ro. Es notable que las interacciones de alto orden ponen bajo interaccion zonas lejanas que no

estaban conectadas previamente.

Figura 4: Estructura geométrica aleatoria. Distintas variaciones de una red geométrica
aleatoria generalizada a alto orden de 50 nodos. En los paneles (a)-(c), se muestra la misma
red conforme aumentan los radios, siendo en (a) r; = r9 = 0.2, en (b) r1 = ro = 0.25 y en
(c) m1 = r2 = 0.3. En los paneles (d)-(f) se muestra la red dejando r; = 0.2 fijo y aumentando
re, en (d) ro = 0.2, en (e) r2 = 0.25 y en (f) 72 = 0.35. El grado medio de orden 1 de los
paneles (a), (d), (e) y (f) es (kM) =5, del (b) (kM) = 7.6 y del (c) (kM) = 11.2. En todos los
casos, (k?)) = 5. El intra-order hyperedge overlap de los paneles (a), (b), (c), (d), (e) y (f) es,
respectivamente, 7 = 0.8,0.7,0.5,0.8,0.7,0.4.

2.2. Sistemas dinamicos

A continuacién, pasamos a describir los modelos de sistemas dindmicos acoplados a través de
hipegrafos. Comenzamos considerando el siguiente sistema genérico de N osciladores acoplados
a través de interacciones de érdenes m = 1, 2:

N N N
% = fi(x) + 0D 0l gWx, %) + 0@ 3N alg® (x,, x5, %), (10)
j=1 =1 k=1

donde x; es el vector n-dimensional que expresa el estado de cada nodo y la funcién f;(x;)
describe la dindmica local. Las funciones g) v g(?) son las denominadas funciones de acoplo,
que describen la forma en la que los nodos interaccionan entre ellos. Las constantes o) y
o2 representan la fuerza del acoplo de las interacciones a pares y a trios respectivamente. La
forma de estas funciones determinard el tipo de sistema dindmico que se tiene. A continuacion,
presentamos varias formas que pueden tomar estas ecuaciones con las que se pueden recuperar

distintos modelos de sistemas dinamicos conocidos en la literatura como el modelo de Kuramoto
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[3], el modelo de consenso [5], el modelo de células marcapasos [12] o el modelo de neuronas de
Izhikevich[13].
2.2.1. Modelo de Kuramoto

En el modelo Kuramoto [3] el estado
de cada nodo se describe mediante una

Fases —— Mediana fases

fase escalar, i.e. x; = 0;, que varia en-

tre (0,2n]. La dindmica local estd dada

por una constante f(x;) = w;, la frecuen-

cia natural, que es una variable aleato-

ria que sigue una cierta distribucién, en
. . 11
nuestro caso uniforme: g(w) ~ U[—3, 5].

Las funciones de acoplo son de la for-

ma gl = ﬁsin(ej —0) yg? = <

ﬁsin(ej + 0 — 20;). Por lo tanto, la

dindmica de Kuramoto con interacciones 0 1 : | | |
de 6rdenes 1y 2 [2] viene descrita por: 0 5) 10 15 20

t
N Figura 5: Modelo Kuramoto. Evolucién temporal
Z o sin(6; — 6;)+ de 20 fases siguiendo una dindamica del modelo Kura-
—y moto en una red aleatoria de grado medio (k1)) =5
con o) = 0.2 en el panel (a) y 0V = 2.0 en el (b).
sin(0; + 0y, — 26;) En ambos, ¢(?) = 0.

_|_
S
=|q
CEC
M=
M= 5

)

S:m

I —

(11)

Para monitorizar la el grado de sincronizacién del sistema se introduce el siguiente pardmetro
de orden:

N
r(t)e™® = % > e, (12)
j=1

donde W es la fase media de la dindmica colectiva del sistema. El valor absoluto del moédulo
toma el valor 7 = |r| = 1 cuando el sistema estd completamente sincronizado y r» = |r| = 0 en
una situacién de incoherencia. En la Figura [5| se pueden ver las evoluciones temporales de un
sistema bajo las ecuaciones de este modelo, partiendo de un estado de las fases aleatorio, en
una red aleatoria de 20 nodos con (k()) = 5 y sin interacciones de alto orden. En el panel (a)
de la Figura |5| se tiene un bajo acoplo (0(1) = 0.2) que da lugar a un estado incoherente con
r=0.27, y en el (b) al tener un acoplo mayor (c(!) = 2.0) se observa cémo se llega a un estado
estacionario sincronizado con r = 0.98. En este caso no se han tenido en cuenta las interacciones
de alto orden, por lo que o2 = 0.

El parametro r cuatifica el grado de sincronizacién del sistema en su conjunto, pero para tener

una mayor idea de los mecanismos microscopicos tras la transicion de fase, podemos introducir
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un parametro que dé cuenta del grado de sincronizacion local, definido de la siguiente manera:

(1)

alt tr+ AL
T / L0 (0-0:0)] 34
At—00 At tr

1
<Tloc> = ' +
D im1 (Zj:l az(gl‘) + % Zj:l > k=1 aEf,l) ; JZ;

1 “gyg‘l)c AL 105040k (6)—20:(8)]
— Ii ¢ ©10; k(t)—20;

(13)

Este parametro indica el grado de coherencia entre las fases que estan conectadas, ya sea me-
diante aristas o hiperaristas. Si rj,. = 1 el sistema estd sincronizado a nivel local, mientras que
r10c = 0 se corresponde con una evolucion incoherente localmente. En el previo ejemplo de la
Figura a) con o) = 0.2 se tiene un estado incoherente a nivel local con 7, = 0.11 y en (b)

con oM = 2.0 el sistema est4 sincronizado localmente con T10e = 0.94.

2.2.2. Dinamica de consenso

La version linealizada del modelo Ku-

ramoto, es decir, con las funciones de

acoplo siendo g(1) _ ﬁ(%‘ —0) y Fases —— Mediana fases
g® = ﬁ(ej + 0, — 20;), es andloga

a una dinamica de consenso[5, [6], cuyas

ecuaciones somn:

‘7:
1 0_(2) N N
+35 YN ag,z(Oj + 0 — 20;)

(14) 0 5 10 15 20

Podemos usar los mismos pardmetros Figura 6: Dindmica de corfsenso. Evolucién tem-
de orden para monitorizar este sistema poral de 20 fases siguiendo una dindmica de consenso
puesto que no deja de tratarse de la evo- €1 una red aleatoria de grado medio (k")) = 5 con
lucién de fases con caracteristicas simila- o) = 0.2 en el panel (2) y o) = 2.0 en el (b).

res a las del modelo Kuramoto. La evolucién temporal de las fases, mostradas en la Figura [6]
son para una red aleatoria con 20 nodos y grado medio (k(1)> = 5, sin interacciones de alto orden
(0 = 0). El panel (a) de la Figura |§| se corresponde con un bajo acoplo (¢(!) = 0.2) teniendo
un estado incoherente (r = 0.26, 7. = 0.14) y en el (b) hay un acoplo mayor (¢(!) = 2.0) que

lleva a un estado estacionario sincronizado (r = 0.98, r,. = 0.94).

2.2.3. Modelo de células marcapasos

Los latidos del corazén son consecuencia de la contraccion muscular del tejido cardiaco
de manera periddica. Las células marcapasos (pacemakers) son las responsables de emitir los
impulsos eléctricos que provocan estas contracciones. Se puede modelizar el comportamiento

de estas células con un modelo de dos variables[I1], es decir, x; = (v;, h;). En este modelo v
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representa el potencial de membrana o voltaje y h las concentraciones iénicas. La dindmica local

viene descrita por f(v;, h;) para v y por g(v;, h;) para h, definidas como

1 [ hi(v; + a)*(1 —v; v;
ot = (Ml Omm) vy

1@ . mn out (15)
g(yi, hz) - — < + Teclose — Topen P ('Uz)> ’

Ti \Tclose TeloseTopen

donde a, A, Tin, Tout, Lstim, Topen Y Telose SON constantes, 7; una variable aleatoria que sigue una

distribucién uniforme y la funcién ho(v;) estd definida como

(1 — tanh (%)) si Ngate 7 0,

heo(v;) =
R (1 — sgn(v; — vgate) si Ngate = 0.

D= N

donde vyqte Y Ngate sON constantes y sgn denota la funcién signo. Los valores de todas las variables
se encuentran en la Tabla 2] del Apéndice B. En este trabajo, las funciones de acoplo escogidas
son andlogas a las del modelo Kuramoto introducido en la Seccién [2.2.1] aunque originalmente
el modelo de Djabella et al. [11] considera unicamente interacciones a pares y usa las funciones
de acoplo de una dindmica de consenso (Seccién . La razon del cambio es la necesidad de
introducir una no-linealidad en las funciones de acoplo (mas detalles en la Subseccién . En
cualquier caso para todas las graficas que se muestren haciendo uso de este modelo existira una
versién equivalente con las funciones de acoplo lineales en el Apéndice D. De esta manera, las
ecuaciones del modelo quedan como:

e
i

N N
1
v; = f(’l)i, hl) + 0'1()1) E azjl) Sin(Uj — Ui) + 50-1()2) E a"]lz: sin(uj + v — 21}1)

(16)

N N
: 1
hi = gvi, ha) + oS 0l sin(hy — hi) + S0l 3OS al) sin(hy + by — 2hy)

En la Figura [7| podemos ver la evolucién temporal de las variables v y h de 100 nodos bajo
esta dindmica en un estado incoherente en los paneles (a) y (b) y uno sincronizado en (c) y
(d). Para ello, se ha usado una red aleatoria nicamente con interacciones a pares, es decir
01(]2) = 022) = 0, y manteniendo la relacién 0}(}) = %01(11) entre los acoplos segin Djabella et al.
[11]. De manera cualitativa, puede verse cémo en el caso sincronizado, al evolucionar los nodos
de manera sincrona, la mediana del voltaje adquiere la forma de la evoluciéon de un tnico nodo.

Para caracterizar de manera cuantitativa el grado de sincronizacion entre las distintas células,

consideremos la desviacion estdndar de una variable de estado = en un instante temporal ¢;

N
Bla(t) = | 3 Dot 7)) | (1)

donde Z(t;) denota el valor medio de los estados de los nodos en el instante ¢;. Se toma entonces
como pardmetro de orden la media de los errores (E(x)) sobre todos los instantes temporales de
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Figura 7: Modelo de células marcapasos. Evolucién temporal del voltaje v de 100 nodos
(sombreado azul) siguiendo una dindmica del modelo de células marcapasos y la mediana de la

. 1 1
evolucién temporal (en oscuro) para dos valores de los acoplos, con a,(1 ) — %01()1)

ciones de alto orden 07(12) = 022) = 0, en una red aleatoria con (k1)) = 5. Los valores del acoplo
son, en los paneles (a) y (b) oV = 0.0025 y U}(ZI) = 0.00125 y en los paneles (¢) y (d) oV =0.03

y otV = 0.015.

y sin interac-

la evolucién del sistema una vez alcanzado el estado estacionario en el instante t,:

tr+T

(B()) = 7= 3 Balt) (18)

i=tr

donde T denota el intervalo temporal en el que se toma en cuenta la evolucién de las variables
para el calculo del pardmetro de orden y ¢, el instante temporal en el que se empieza a contar,
entendido como un tiempo de termalizacion del sistema. Este error se puede calcular tanto
para v como h como parametro de orden del sistema. En la Figura (a), el error del voltaje es
(E(v)) = 0.29, mientras que el del estado sincronizado representado en la Figura [7{b) toma el
valor (E(v)) = 0.03. Para este ejemplo no se ha tomado tiempo de termalizacién t, = 0 y el

intervalo temporal es el mostrado T' = 1000 ms.

2.2.4. Neuronas de Izhikevich

Los modelos de neuronas biolégicas se centran en describir los patrones de las respuestas
eléctricas de las neuronas. El modelo Izhikevich[I3, 14] lo hace en funcién de dos variables: el
potencial de membrana o voltaje (v), que representa la diferencia de potencial eléctrico entre el
interior y el exterior de la célula; y la corriente inhibitoria (h), que da cuenta de la activacién
de corrientes iénicas de K y la inactivacién de corrientes iénicas de Na™, y funciona como
realimentacién negativa para la variable v. Por tanto, en este modelo x; = (v;, h;). La dindmica
local de ambas variables viene descrita por:

£(v,) (vi — V") (v = v") — hi + &,

f(h,) =b(v; —v") — hy,

7

(19)

10
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donde a,b,v" y v son constantes. §; representa una contribucién del ruido ambiental carac-
teristico de los sistemas bioldgicos, y tiene en cuenta dos fuentes posibles [14]. Por una parte, las
fluctuaciones en las neuronas aferentes (a través de las cuales las neuronas reciben sus inputs),
que pueden ser modeladas como una media gaussiana positiva centrada en 0 y de varianza
912/1/- Por otra, la liberacién espontanea de neurotransmisores en terminales presindpticas que
induce pequenas corrientes en la corriente post-sinaptica, lo cual se modeliza como impulsos de
frecuencia caracteristica A y magnitud gg.

Los términos de acoplo representan la corriente que recibe la neurona a través de las sinapsis
con otras neuronas, por lo que incluyen solo la variable v y son de la forma g(!) = O(v; — v')
y g? = O(vj + vg — 20"). Aqui, ©(x) denota la funcién escalén. Es decir, que si el potencial
de membrana de una cierta neurona j que estd conectada a la neurona ¢ es mayor a un umbral
v!, entonces aparece una corriente entre éstas con una intensidad proporcional al acoplo o),
y analogamente si la suma de los potenciales de membrana de dos neuronas j y k a las que
estd conectada la neurona i mediante una hiperarista supera el umbral 2v!, entonces se da una
interaccién proporcional a o).

Finalmente, cuando el potencial de membrana sobrepasa cierto valor p, ambas variables son
reseteadas de manera que v; pasa a valer una constante ¢ y a h; se le suma un valor d. De esta

manera, la descripcién completa del modelo es:

N
o =a(v; — ") (v; — vt) — by + & + o) Z aﬁ) —vh)+
j=1
N N
ZZ@ O(v; + v, — 20")
j=1 k=1 (20)

k=
hi :b(l}l ) hz
Vi < C,

h; < h; +d

v Zp —

La virtud de este modelo es la capacidad de reproducir los patrones de impulsos eléctricos que
emiten distintos tipos de neuronas excitatorias e inhibitorias en funcién de las constantes a, b, ¢, d.
Los valores usados de las constantes del modelo se encuentran en la Tabla [3] del Apéndice B.

En la Figura [§ se puede ver la evolucién temporal de las variables v y h de un sistema en
estado incoherente en los paneles (a) y (b) respectivamente, y en estado sincronizado en los
paneles (c) y (d), en una red aleatoria de 100 nodos y (k(1)) = 5, sin interacciones de alto orden.
Tomando como pardmetro de orden el error definido en la Ecuacién [I8] tenemos que para los
paneles (a) y (b) el error de las variables de estado son (E(v)) = 0.67 y (E(h)) = 0.87, y para
los paneles (c) y (d) son (E(v)) = 0.37 y (E(h)) = 0.40, donde no se ha tomado tiempo de
termalizacion t, = 0 y el intervalo temporal es el mostrado 7' = 10 (u.a.).

11
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Figura 8: Modelo Izhikevich. Evolucién temporal de las variables del modelo Izhikevich en
una red aleatoria con 100 nodos (sombreado) y la mediana de la evolucién temporal (oscuro),
con (kM) = 5 y sin interacciones de alto orden o(® = 0. Los paneles (a) y (b) se corresponden
con un valor del acoplo ¢(!) =0 y los (¢) y (d) con oM =1,

3. Transicion explosiva por acoplo estructura-dinamica

3.1. Interacciones de alto orden como ruta natural hacia la explosividad

En el modelo Kuramoto tradicional (en ausencia de interacciones de alto orden), al computar
el pardmetro de orden de sincronizacién global r conforme se aumenta el valor del acoplo de las
interacciones de primer orden, o1, se observa una transicién de fase entre el estado incoherente y
el sincronizado. En la Figura@, la linea correspondiente a o(2) = 0 muestra como esta transicién
de fase es de segundo orden. No obstante, cuando se introducen interacciones de alto orden, la
transicion ocurre tal y como se muestra en la misma Figura@con la linea correspondiente a 02 =
1. Se observa que la transicion cambia de naturaleza, pasando a ser una transicién de primer
orden (denominada como explosiva, al venir ocasionada por la estructura de interacciones).
Ambas simulaciones se han realizado en una red aleatoria de 1000 nodos con (k1)) = (k(2)) =5,
realizando incrementos adiabdticos sobre el acoplo ¢} una vez alcanzado el estado estacionario
(simulacién adiabética “forwards”).

La Figura[9 muestra claramente como, en el modelo Kuramoto, la inclusién de las interaccio-
nes de alto orden lleva a un cambio en la naturaleza de la transicion de orden. Las transiciones
de primer tienen una zona de biestabilidad asociada. Si ademas de la simulaciéon “forwards” se
realiza la simulacién “backwards”, es decir, empezando en el estado sincronizado y realizando
disminuciones adiabaticas, se logra capturar el ciclo de histéresis que delimita dicha zona de
biestabilidad. Una versién de la Figura [J] incluyendo tanto las trayectorias “backwards” como
las “forwards” puede encontrarse en el Apéndice C.

Para entender mejor el cambio en la dindmica emergente del modelo Kuramoto por la inclu-
sién de interacciones de alto orden, podemos hacer un analisis de estabilidad de las ecuaciones
del modelo Kuramoto. Para ello, siguiendo el procedimiento aplicado por Skardal y Arenas|g],
consideramos primero la siguiente generalizacién del modelo de Kuramoto, donde los nodos

12
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Figura 9: Sincronizaciéon del modelo Kuramoto en estructura aleatoria. Sistema con
(6@ =1) y sin (6(® = 0) interacciones de alto orden, en un red aleatoria de 1000 nodos con
(kM) = (k®) = 5, realizando una simulacién adiabética “forwards”.

interaccionan todos con todos, a modo de aproximacion de campo medio:

, CN A 1 XX
j=1 j=1 k=1

Esta generalizacion tiene una funcién de acoplo de alto orden ligeramente distinta, pero el
comportamiento del sistema es el mismol8, 26]. Este sistema se puede tratar usando la reduccién
de dimensionalidad de Ott y Antonsen[I10]. Usando el pardmetro de orden ya introducido z =

= % Z;Vﬂ ei y 29 = % Z;V:1 ¢?0i podemos expresar la Ecuacién [21| como:

b = i+ %(He’wi _ H* (22)
donde H = oWz + 0@ 252* siendo * el complejo conjugado. En el limite termodindmico en el
que el nimero de osciladores N — oo, en el modelo Kuramoto se expresa el estado del sistema
con una funcién de densidad de osciladores f(6,w,t), donde f(6,w,t)dfdw representa la fraccién
de osciladores con fase en el intervalo [#,6 + df) y frecuencia en |[w,w + dw) en el instante ¢.
Dado que el nimero de osciladores se conserva y las frecuencias son constantes, f satisface la
siguiente ecuacién de continuidad:

_of 1 ol _ pp* it
=G o e ) | >

Si expandimos la funcién de densidad f en su serie de Fourier:

F0,0,t) = gé‘” (24)

)

oo
1+ Z Falw, t)e™ + c.c.
n=1

donde c.c. indica el complejo conjugado del término anterior, siguiendo la hipdtensis de Ott y
Antonsen[I0] de que los coeficientes de Fourier decaen exponencialmente, es decir fn(w,t) =
a™(w, t) para cierta funcién « analitica en el plano complejo w, al introducir este planteamiento

13
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en f en la Ecuacién la ecuacion se reduce a la siguiente ecuacién diferencial:
. . 1 * 2
a:—zwa+§(H — Ho?) (25)

Ademsds, en el limite termodindmico se tiene que 2* = [ [ f(0,w,t)e?dfdw = [ a(w,t)g(w)dw.
Si g es una Lorentziana con media wy y anchura A, es decir g(w) = A/7[A? + (w — wp)?], esta
integral puede ser evaluada en el plano complejo usando el teorema integral de Cauchy, dando
2* = a(wp—iA,t) (andlogamente, se tiene que 25 = a?(wp—iA,t) = 2*?). Evaluando la Ecuacién

en w = wp — 1A y tomando el complejo conjugado se obtiene:
1
2= —Az+iwpz + 3 (eWz 4+ 0@222%) — (cW 2 + 0(2)2*2z)z2} (26)

Reescalando el tiempo ¢ = 8t y los acoplos (1) = 0(1)/A vy = 0(2)/A y separando la Ecuacién
en la evolucién temporal para r y U, tras dejar la notacién de las variables reescaladas con
A\, tenemos:

(1) ()
P (=) 4 T ) (27)
\i/ =Wwo

Vemos que la amplitud y la fase del pardmetro de orden se pueden expresar de manera desaco-
plada y la fase evoluciona con una velocidad angular constante. Por lo tanto, bajo el sistema
de referencia apropiado podremos considerar ¥ = 0. Ademsds, el término correspondiente a las
interacciones de alto orden va con términos al cubo y a la quinta. Esto implica que la estabilidad
del estado incoherente, dado por r = 0, el cual es siempre un punto de equilibrio, no es afectado
por las interacciones de alto orden. No obstante, estos términos no lineales que emergen de las
interacciones de alto orden dan pie a la existencia de estados sincronizados. En particular, uno
o dos estados sincronizados también existen en el estado estacionario (7 = 0), dados por:

2 — (1) M 4+ 5(2)2 — 852
T:\/O' oW+ /(cM +0@)2 — 8¢ (28)

20(2)

donde las soluciones con signo mas y menos se corresponden con las soluciones estable e inestable
cuando éstas existen. El andlisis de esta ecuacion revela que, para valores del acoplo de alto orden
menores que 2, existen una fase incoherente y otra sincronizada donde la solucién es unica en
funcién del acoplo de primer orden. En cambio, para valores mayores a 2, aparece una bifurcacién
que da lugar a una zona de biestabilidad, donde ambas soluciones, incoherente y sincronizada,
coexisten[8]. En el Apéndice G se puede visualizar el diagrama de estabilidad correspondiente a
este andlisis.

Recientemente, Battiston et al. postularon en su articulo de perspectiva en Nature Physics
[7] que las interacciones de alto orden son una aparente ruta natural hacia la explosividad en
transiciones de fase, con interacciones de alto orden “fuertes” dando lugar a transiciones de
primer orden en dindmicas de sincronizacién y contagio, e interacciones de alto orden “débiles”
presentando el mismo comportamiento cualitativo que los sistemas dindmicos con interacciones
a pares. En el resto de esta seccién planteamos la pregunta de si la presencia de interacciones

de alto orden “fuertes” es una condicién suficiente para provocar transiciones explosivas en

14



Trabajo Fin de Grado de Fisica Shanti Ramoneda Perales

dindmicas de sincronizacién. Para indagar en esta cuestion, primero consideramos la influencia
de la forma funcional de la dindmica de la red, a continuacién la influencia de la estructura de

la misma, y finalmente la influencia de la (falta de) estabilidad del estado sincronizado.

3.2. Influencia de la forma funcional

Como primer acercamiento, podemos ver el comportamiento de la dindmica de consenso, la
version linealizada del modelo Kuramoto, ante la introduccién de interacciones de alto orden.
Para comparar ambos comportamientos, hacemos una simulacién de ambos sistemas dindmicos
en una estructura con las mismas caracteristicas que en la Subseccién (3.1} incluyendo interac-
ciones de alto orden, mostrado en la Figura (a), donde la curva correspondiente al modelo
Kuramoto es la misma mostrada en la Figura [9] de la Subseccién Vemos cémo la inclusién
de interacciones de alto orden no provoca en la dindmica de consenso una transiciéon explosiva,
sino que actia simplemente aumentando la magnitud de la sincronizacién global. Es mas, para

0(® =1, la dindmica de consenso siempre est4 en fase sincronizada ((r) — 1).

1.0 -
28 1B
0.8 1
0.6 1
(r) C _
onsenso con:
04 N 0‘(2) = 0
— @ =01
0.2 1 +—— Consenso — 2 =03
Kuramoto — @ =10
0-0 T T T T T T T T
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.20 0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.20

o o

Figura 10: Sincronizacion del modelo Kuramoto y de la dinamica de consenso en
estructura aleatoria con interacciones de alto orden. En el panel (a), diagrama de sin-
cronizacién del modelo de Kuramoto y la dindmica de consenso en una red aleatoria de 1000
nodos con (kM) = (k) = 5, con interacciones de alto orden ¢(® = 1.0. En el (b), dindmica de
consenso con valores crecientes del acoplo de alto orden o(2).

Para comprobar cémo es la naturaleza de la transicién, en la Figura [10[b) se muestra la
transicién de orden de la dindmica de consenso conforme aumenta el acoplo de alto orden o(2),
para una estructura de las mismas caracterfsticas, es decir, de 1000 nodos y (k1)) = (k) = 5.
Se aprecia que la inclusién de interacciones de alto orden no provoca en la dindmica de consenso
una transicion explosiva, sino que actia simplemente aumentando de manera suave la magnitud
de la sincronizacién global.

Podemos entender este comportamiento a partir de la ecuacién diferencial que define la
dindmica de consenso. A partir de la Eq. , las funciones de acoplo se pueden reescribir con

una formulacién alternativa en funcién de la matriz laplaciana. Para la funcién de acoplo de
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orden m = 1:

N N
(1) (1

Z;%' 0 — Z;%‘ 0i k(l) Z% 0 — k

J= J=

(29)

En cuanto a la funcién de acoplo de orden m = 2, si consideramos la simetria de las hiperaristas

de orden m = 2 del tensor de adyacencia al(]?,)c = agi;,

cién generalizada B®), podemos expresar esta contribucién en términos de la matriz laplaciana

e introducimos la matriz de interac-

generalizada como:

N N N N
EZCL? 6; + 0 — 26;) ZZalﬁ@ —6;)
]: k=1 J:1 k=1
~ N (30)
(2) Z[ - 2""(2)5“} Z%Q
J=1 g=1

De esta manera, podemos expresar las ecuaciones de la dindmica de consenso mostradas en la

Ecuacién [14] como:

: s & @ & o N
0; = w; — <l€(1)> Eij Hj - <l{7(2)> Z&j 9]‘ = Ww; — 262]9] (31)
j=1 j=1 j=1
donde 7 es el laplaciano efectivo £;; = "? b 4 U? 5(2). Asi, hemos obtenido una forma
J <]<;( )> i <k( Yl

funcional equivalente a las que tendria la dindmica de consenso sin interacciones de alto orden.
Es decir, que las interacciones de alto orden se pueden descomponer como combinacién de
interacciones de primer orden, implicando que, de manera efectiva, las interacciones de alto orden
en este modelo estan operando como un aumento en la magnitud del acoplo de la estructura,
pero no anadiendo ninguna fenomenologia extra. Es importante notar que en las ecuaciones del
modelo Kuramoto, al tener la funcién no-lineal seno en las funciones de acoplo, este desarrollo
no puede realizarse y las interacciones de alto orden no pueden expresarse como combinacién
lineal de las de orden 1. Esto es lo que permite que las interacciones de alto orden en el modelo
Kuramoto si introduzcan un cambio en la naturaleza de la transicién de orden, pero no en la
dindmica de consenso. Desde un punto de vista mas general, podemos afirmar que para que las
interacciones de alto orden induzcan un cambio cualitativo en el comportamiento colectivo de

un sistema dinamico, la forma funcional del término de interaccién ha de ser no-lineal.

3.3. Influencia de la estructura

Otro enfoque para comporbar hasta qué punto es general que las interacciones de alto orden
induzcan transiciones explosivas es considerar cambios en la estructura de la red, ya que hasta
ahora solo se han considerado estructuras alteatorias. Para ello, en esta seccién se ve a utilizar
el modelo introducido en la subseccion Es decir, con una red geométrica de interacciones a
pares como base, interpolamos entre estructuras con interacciones a tres cuerpos con restriccion

geométrica y estructuras con interacciones a tres cuerpos aleatorias. El objetivo es ver el efecto
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de la estructura en la naturaleza de la transicion de fase del modelo Kuramoto.

En la Figura se muestra el diagrama de sincronizacion para estructuras con 71 fijo y
distintos 79, con respecto al pardmetro de orden de sincronizacién global en el panel (a) y
el local en el (b). En todas las simulaciones se han fijado las mismas condiciones iniciales,
habiéndose realizado sobre una red espacial generalizada a alto orden de 500 nodos, de grado
medio (kM) = (k®)) = 5, dejando el acoplo de alto orden fijo ¢ = 1.0 y la estructura de orden
1 con r; = 0.06.

1.00

(a)

0.75 -
) 0.50 -

0.25 A

0.00
1.00

0.75 1

(rtoc) .50

0.25 A

0-00 T T T T T
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eh:

Figura 11: Sincronizacién del modelo Kuramoto al variar el radio de una estructura
geométrica. Diagrama de sincronizacidon con respecto al parametro de orden global r en el
panel (a) y al pardmetro de orden local 7y, en (b) del modelo Kuramoto en una red geométrica
generalizada a alto orden de 500 nodos con (k) = (k) =5, ¢ = 1.0 y ; = 0.06, variando
ro. El intra-order hyperedge overlap de cada estructura es, en orden creciente del valor del radio:
7@ =0.44,0.15,0.07, 0.03.

Conforme aumenta el radio de alto orden manteniendo el grado medio fijo, la estructura
se asemeja progresivamente a una estructura aleatoria, llegando a que en el limite en que el
ro permitiera conectar dos nodos cualesquiera, ambas estructuras serian equivalentes. Por esta
razén la transicion se hace explosiva mas maracadamente para los radios de mayor valor. Es decir,
aumentar el radio de alto orden nos mueve de situaciones con transiciones suaves a situaciones
con transiciones explosivas hacia el estado sincronizado. Ademds, es notable como para radios
o bajos, el intra-order hyperedge overlap T? es alto. Esto implica que las interacciones de alto
orden refuerzan los entornos locales definidos por la estructura de interacciéon a pares. Malizia
et al. [2] muestran que las estructuras de alto orden con alto intra-order hyperedge overlap no
presentan transiciones explosivas. Por tanto, los resultados aqui presentados confirman su tesis
de que la organizacién microscépica de las interacciones de alto orden afecta a la naturaleza de
la transiciéon de sincronizacion.

La restriccién geométrica hace que la dinamica del entorno local de los nodos se refuerze.
Esto se ejemplifica en la Figura. (b), que muestra el pardmetro de orden de sincronizacién
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local. Se aprecia que, para radios bajos, la sincronizacién local es mucho mayor que la global.
Es representativo el caso de ro = 0.1, en el que no se llega a un estado global sincronizado para
el rango de valores de o) mostrados, pero el pardmetro de orden local (rioe) > 0.6 a partir
de oM ~ 0.2. En contraposicién, en la Figura estudiamos el estado sincronizado para el
caso en que el radio es suficientemente alto o 72 suficientemente bajo como para provocar una
transicién explosiva. Tomando 75 = 0.5 con 7 = 0.03, en la Figura (a) y (b) se pueden ver
las distintas curvas, que se corresponden con valores de o(2) desde 0 hasta 2. Las realizaciones se
han hecho sobre una red geométrica de 500 nodos con (kM) = (k(?)) = 5 y | = 0.06, realizando
incrementos adiabaticos sobre o(1).

— @D =00 — =10 a2 =20
— @D =05 — =15
a
0.9 -
— _
0.8 -
) 0.50 - v
0.7 -
0.25 -
e —— -/"d .0 w
0.00 - <T> 0.6
1.00 0.5 -
(b)
0.75 0.4 1
(rioc) .50 - 0.3 -
025 '/ 02 _
0-00 T T T T T T T T
0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.20 0.5 1.0 1.5 2.0
oM )

Figura 12: Sincronizacién del modelo Kuramoto al variar el acoplo de alto orden en
una estructura geométrica y distribucién de valores de r. En los paneles (a) y (b),
diagrama de sincronizacién del modelo Kuramoto con respecto a los parametros de orden global
y local respectivamente en los paneles (a) y (b) en una red geométrica generalizada a alto orden
de 500 nodos con (kM) = (k®) =5, r = 0.06, ro = 0.5 y T = 0.03, variando el acoplo
de alto orden o?). En el panel (¢), distribucién de valores de r en el estado estacionario para
100 condiciones iniciales distintas con distintos valores del acoplo de alto orden, para el modelo
Kuramoto en una red geométrica generalizada a alto orden de las mismas caracteristicas. La
linea azul horizontal indica la media y la zona sombreada de azul es un histograma en vertical
que indica la frecuencia con la que han aparecido esos valores.

Es notorio como cuando se tienen interacciones de alto orden, el valor de r en el estado
sincronizado, en vez de aumentar conforme se aumenta o2, se reduce. Este fenémeno se da
debido a que el sistema se queda atrapado en estados metaestables (que aparecen de manera
natural por la forma funcional de las ecuaciones de Kuramoto con interacciones de alto orden
[4]) correspondientes a un r menor, pues el estado inicial de los nodos para valores de oM altos
depende de los estados anteriores, ya que se realizan incrementos adiabaticos. Para caracterizar
los estados metaestables, se ha calculado r para 100 realizaciones partiendo de condiciones
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iniciales aleatorias con o(1) = 1.2, cuya distribucién puede verse en la Figura (c) Se comprueba
c¢émo el valor medio de r desciende conforme aumenta el acoplo. Ademads, en la distribucién con
o2 = 2 aparece una cola correspondiente a multitud de estados con un r més bajo. La varianza
del numero de estados metaestables parece aumentar con la magnitud de las interacciones de
alto orden. En definitiva, las interacciones de alto orden en el modelo de Kuramoto da lugar
a multiestabilidad; la soluciéon de r para el estado sincronizado deja de ser tinica y aparecen
multiples estados metaestables distintos.

3.4. El problema de la sincronizabilidad

Hasta aqui, hemos visto cémo se comporta
el modelo Kuramoto al variar su forma funcio-

nal o la estructura de la red. Veamos ahora si se

—_ (2 _
encuentran respuestas parecidas con otros siste- . ZEQ; ; 3'001
mas dindmicos més realistas, como el de las célu- @ — 0.004
las marcapasos introducido en la Seccién 0.4 - @)
Para caracterizar el sistema, en la Figura [13|
presentamos el pardmetro de orden del mode-
lo, el error de voltaje ((E(v))) en funcién de la = (9 -
magnitud del acoplo de las interacciones a pa- =
res. En ausencia de interacciones de alto orden
(01(}2) = U;LQ) = 0), observamos c6mo el sistema 0.0 - .
presenta una transicién de segundo orden entre 0.2 - o)
un regimen incoherente y uno sincronizado. Las
otras dos curvas de la Figura [I3]incluyen valores .
de acoplo de alto orden crecientes, manteniendo g 0.1 -
entre éstos la misma relacién que para los de pri- S
mer orden, 0,22) = %01(,2) (todas las simulaciones
se han realizado en una red aleatoria de 200 no- 0.0
dos con (kM) = (k®)) = 5). Se puede observar 105 10'—4 10'—3 10'—2 10'—1 10°
como, a diferencia de las simulaciones del modelo aq()l)

de Kuramoto, la introduccién de interacciones de
Figura 13: Sincronizaciéon del modelo de

células marcapasos en estructura alea-
toria. Evoluciéon del error con respecto al
acoplo de las variables v y h del modelo de

alto orden no conlleva un cambio de orden en la
transicion de fase, sino que actilan aumentando

la sincronziacién globalmente, como ocurria con

la dindmica de consenso. Sin embargo, las funcio-
nes de acoplo de esta dinamica son equivalentes
a las del modelo Kuramoto, el cual si presenta

una transiciéon de primer orden en esta situacion.

células marcapasos para dos tres valores del

acoplo de alto orden 01()2) = 0,0.001,0.004 y

a,(f) = %01(]2), en una red aleatoria de 200 no-

dos con (kW) = (k?)) = 5.

La explicacion de la no aparicién de una transiciéon explosiva es debida a la dindmica local.
En el modelo Kuramoto, si las frecuencias naturales son idénticas entre todos los nodos, el
estado sincronizado es siempre estable. Al establecer las frecuencias naturales en un rango con
una cierta distribucion, lo que se hace es dificultar la existencia del estado sincronizado, que no
se da hasta que el acoplo es lo suficientemente alto como para que la influencia de los términos
de interacciéon puedan dominar la evolucion sobre la dindamica local de cada nodo. En el modelo
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de las células marcapasos, la distribuciéon que sigue la variable 7; juega un papel equivalente al
de las frecuencias naturales del modelo Kuramoto, por lo que podemos reducir la variabilidad de
la dindmica local modulando el intervalo de valores para 7; para ver si la existencia del estado
sincronizado esta asegurada como en el modelo de Kuramoto. Para estudiar el diagrama de fases
completo, generamos un mapa de color con los errores de voltaje en funcién de los acoplos de
orden m = 1 y orden m = 2. En la Figura [14|(a)-(b) se muestra el diagrama de fases para dos
intervalos de la distribucién de 7; y en la Figura [14](c) se muestra para el caso en que todos los
valores de las 7; iguales. Las simulaciones se han hecho sobre una red aleatoria de 100 nodos con

(kW) = (k®) =5

109
10~1

10~°
107°10~4107310"210~1 10° 1010410210210~ 10° 10~510~*10~310—210~ 1 10°
ey ey ey

v v v

Figura 14: Sincronizaciéon del modelo de células marcapasos en estructura aleatoria
variando la distribucién de los ritmos internos de cada oscilador. Diagramas de sin-
cronizacién del voltaje con respecto al error para 100 nodos siguiendo la dindmica de células
marcapasos en una red aleatoria con (k) = (k()) = 5. En el panel (a) 7; € U[0.4,1.6], en (b)
7, € U[0.8,1.2] y en (c¢) 7, = 1Vi.

Como se puede ver en los tres paneles de la Figura al disminuir el intervalo de la dis-
tribucién de 7, la zona incoherente se reduce considerablemente. Sin embargo no desaparece
completamente, ni siquiera en el caso en que todas las 7; tienen el mismo valor (es decir, el caso
en que todas las células marcapasos son idénticas), cosa que si ocurrirfa en el modelo Kuramoto,
dado que el punto fijo correspondiente al estado sincronizado del modelo Kuramoto siempre
existe y es estable.

En cambio, en un modelo como el de las células marcapasos el estado sincronizado siempre
existe, pero su estabilidad no estd garantizada, es decir, que serd estable o inestable en funcién
de los pardmetros del sistema[25]. Por tanto, la transicién caracterizada en la Figura (10| para el
modelo de Kuramoto no es comparable con la transicién observada para el modelo de células
marcapasos en la Figura[l4] Mientras la primera refleja una transicién de fase entre una dindmica
incoherente dominada por la dindmica local de cada nodo a una dindmica sincronizada, la
segunda muestra una transicién entre un estado sincronizado inestable y uno estable. Aunque
las células tengan valores de 7; diferentes, el Uinico efecto en el retrato de fases es cuantitativo,
ya que modifica el valor del umbral de la transicion.

Por tanto, hemos comprobado que las interacciones de alto orden unicamente modifican
el orden de ciertas transiciones de fase (como la del modelo de Kuramoto), pero no puede
considerarse que tengan un efecto universal en las transiciones a la sincronizacién de todos los
sistemas dinamicos de osciladores acoplados.
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4. Interaccion tripartita neurona-glia

En la seccién anterior, se ha realizado un andlisis exhaustivo de la influencia de las interaccio-
nes de alto orden en la naturaleza de la transicién hacia la sincronizacién. No obstante, siguiendo
la literatura del campol7], dichas interacciones se han anadido como una generalizacién de las
interacciones a pares, en todos los casos utilizando una forma funcional similar. En esta tltima
seccién, buscamos introducir interacciones de alto orden en un sistema dinamico de osciladores
acoplados de manera plausible desde el punto de vista biolégico.

En particular, consideramos un sistema de neuronas modelizado mediante el modelo Izhi-
kevich. Las neuronas interactuan enviandose pulsos eléctricos mediante la sinapsis. Por tanto,
su interaccién es a pares. No obstante, la sinapsis entre neuronas puede verse favorecida por
otro tipo de células nerviosas, las glias (en particular, los astrocitos). Por tanto, la interaccién
neurona-neurona-glia si que constituye un ejemplo real de interaccién tripartita, interviniendo
y facilitando las sinapsis entre dos neuronas, y por lo tanto interaccionando con ambas[15].

Si no distinguimos entre neuronas y glias,

y consideramos la generalizacién del modelo

de Izhikevich a interacciones de alto orden in- 100 0.6
troducido en la Seccién [2.2.4] obtenemos el
diagrama de fases representado en la Figura 05
para una red aleatoria de 200 nodos con S 10-1 ‘ %
(kMY = (k®?) = 5. La fenomenologfa es simi- © S
lar a la de las células marcapasos, encontrando 0.4
una zona no sincronizada que tiende hacia un
estado sincronizado conforme se aumentan los 102 T

1072 107! 10°
acoplos.

oD

No obstante, reconociendo la diferente fun-
cién de los dos tipos de células, proponemos, Figura 15: Sincronizacién del modelo Izhi-
kevich en estructura aleatoria. Diagrama de
sincronizacién del modelo Izhikevich con respec-
to a la desviaci6n estdndar media (E) del volta-

je (v) en una red aleatoria de 200 nodos con
solo influyen, mediante interacciones a trios, { k(1)> _ (k(2)> _5

como primera aproximacion, considerar que
los nodos que representen a las glias no tie-

nen un estado ni evolucién definida, sino que

con otras dos neuronas que estén conectadas
entre si previamente, es decir, que puedan establecer una sinapsis y verse beneficiadas por la
intervencién de una glia. Un ejemplo de este tipo de estructura puede verse en la Figura
donde los nodos que representan a las glias son los hexdgonos verdes.

Este modelo representa una generalizacién alternativa de las ecuaciones. Especificamente,

. . N
se modifican las funciones de acoplo de manera que g; = >

i1 0ija;iO(x; — x'), donde oy =

o) 453 chvzl al(?ll Asi, las ecuaciones del modelo Izhikevich generalizado, que se aplican solo
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a los nodos que representan neuronas, quedan:

N
0 = a(v; — ") (v; — V') — hy + & + Z 0300 (vj — vt

j=1
hi = b(Ui — ’UT) — hi (32)
V; < C
v > p—
hi < h; +d

En este caso, el acoplo se expresa de manera con-
junta en o5, que tiene como valor oM si no hay in-
teracciones de alto orden, y si las hay se le suma un
término proporcional a o? en funcién del ntmero de
interacciones de alto orden que haya incluyendo a esas
dos neuronas.

En la Figura |17 se muestran tres diagramas de sin-
cronizacién con 200 neuronas de Izhikevich y tres valo-
res para el nimero de glias. Las simulaciones se han

realizado sobre una red aleatoria de 200 nodos con

<k(1)> = 5 que representan las neuronas a los que se
afiaden un cierto nimero de glias con (k) = 5. Es
decir, que cada glia se conecta de media con 5 pares de

neuronas a través de interacciones de alto orden. La in- ..
Figura 16: Modelo de estructura

representando interacciones en-
reducir la zona incoherente en el eje del acoplo de alto  tre neuronas y glias. Red aleatoria

troduccion de un mayor nimero de glias lo que hace es

orden, facilitando la sincronizacion global de las neuro- de 25 nodos donde 10 de ellos se com-
nas. En la Figura (c) aparece una pequena banda de Pportan como neuronas de Izhikevich
(nodos grises), y 15 de ellos se com-
portan como glias (hexdgonos verdes).
(kMY =24, (K?) =1.8.

estados aparentemente poco sincronizados para valores
de los acoplos altos, pero esto es debido al parametro
de orden usado, ya que se corresponden a estados sin-
cronizados con varianza més grande que aparecen para valores de los acoplos muy altos. En la
Figura 22| del Apéndice E se puede ver la evolucion temporal de un sistema con una estructura
como la del panel (c) de la Figura |17 con un valor del acoplo o) = 53 =2 en el que también
se visualizan los estados sincronizados de mayor varianza.

En la Figura[I7] la situacién es similar a lo que nos encontrdbamos en el caso de la Figura
de la Subseccién la zona desincronizada se reduce, pero no cambia el orden de la transicién,
incluso con una formulacién alternativa de las funciones de acoplo de alto orden, con la particu-
laridad de que no se logra llegar al estado sincronizado al aumentar el acoplo de alto orden ¢(?
si el nimero de glias no es suficientemente alto.

Algo a mencionar es la importancia de la fraccién de glias con respecto a las neuronas, ya
que en el cerebro las glias son hasta 50 veces méds numerosas que las neuronas[20]. Si se fija el
nimero total de nodos de la red, es mas eficiente desde el punto de vista de la sincronizacién que
haya més glias que neuronas, como se ha comprobado en la Figura Para verlo explicitamente
desde este enfoque, en la Figura 23| del Apéndice F se muestran tres diagramas de sincronizacién
donde se varia la fraccién de glias con respecto a las neuronas.
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Figura 17: Sincronizaciéon del modelo Izhikevich variando el nimero de glias. Diagrama
de sincronizaciéon del modelo Izhikevich con respecto al error del voltaje en una red aleatoria
con 200 nodos representando neuronas de Izhikevich con (k")) = 5 y 50 nodos como glias en
(a), 150 en (b) y 250 en (c), con (k(®) = 5, para 30 valores de 0¥ y 30 de ¢(?).

Este modelo, incluyendo las interacciones entre glias y neuronas, supondria un primer acerca-
miento a modelos de neuronas maés realistas desde el punto de vista biolégico. Se puede aumentar
la complejidad de estos modelos anadiendo més elementos para tener en cuenta méas fenémenos,
por ejemplo, se podria empezar por asociar un estado concreto a las glias. Sajedinia y Hélie[19]
proponen modelizarlas como neuronas de Izhikevich gobernadas por otros pardmetros que dan
como resultado un comportamiento mas cercano al observado en la realidad. A partir de aqui,
los modelos se pueden variar mucho buscando hacerlos mas realistas. Por ejemplo, Mosekilde et
al. en[I8] proponen una evolucién distinta para los estados de las glias, asi como diferenciar entre
neuronas presindpticas y postsinapticas, o variaciones en las ecuaciones que permitan discernir
entre distintos modos en los que operan las neuronas. Hay multiples enfoques por los que se
podria continuar en el estudio de los sistemas biolégicos modelizados como sistemas complejos.

23



Trabajo Fin de Grado de Fisica Shanti Ramoneda Perales

5. Conclusiones

En este trabajo, se ha comprobado céomo las interacciones de alto orden efectivamente in-
ducen una transicién explosiva para el modelo Kuramoto sobre una estructura aleatoria y se
ha derivado analiticamente la condicién por la que existe explosividad. Primero, se ha visto
como este resultado no es universal al ver cémo en la dindmica de consenso la apariciéon de
interacciones de alto orden no conlleva una transicién explosiva, ya que la forma funcional de
las funciones de acoplo permite expresar éstas como combinacién lineal de las interacciones de
primer orden, resultando en ningtin cambio cualitativo en su comportamiento, y llegando con
esto a la conclusién de que para que las interacciones de alto orden provoquen una transicién
explosiva la forma funcional del término de interaccion tiene que se no lineal.

Posteriormente, se ha analizado el efecto de la estructura, se ha visto que en redes geométri-
cas lo que rige la aparicién de transiciones explosivas en el modelo Kuramoto es el grado de
solapamiento o intra-order hyperedge overlap de las interacciones de alto orden; cuando éste es
bajo, se dan transiciones explosivas, pero cuando es lo suficientemente alto, no hay explosividad
y la red se sincroniza sélo localmente. Ademads, se ha constatado que las interacciones de alto
orden en el modelo Kuramoto dan lugar a multiestabilidad, es decir, que la solucién de r para
el estado sincronizado ya no es tnica para valores altos del acoplo de alto orden y aparecen
multitud de estados sincronizados distintos, siendo notorio cémo la media de r se reduce a pesar
de que se aumente el acoplo de alto orden.

Con el anélisis de la dinamica de las células marcapasos se ha puesto de relieve la importancia
de la dindmica local de un sistema dindmico y mas atin de la estabilidad del estado sincronizado,
dado que este sistema no presenta una transicién explosiva pese a tener funciones de acoplo no
lineales ya que el estado incoherente no es debido a la predominancia de la dindmica local de
los osciladores, sino a la inestabilidad del estado sincronizado.

En un intento de ir mas alld de los modelos sintéticos y acercarnos de manera més realista a
los sistemas bioldgicos, se ha introducido el papel de las glias en los sistemas de neuronas, que
constituyen un ejemplo realista de interaccion grupal. Con base en el modelo Izhikevich para
neuronas, se ha propuesto una generalizacion alternativa para incluir las glias, y se ha abierto
la via de posibles mejoras de estos modelos para acercarse mas al comportamiento real de los
sistemas bioldgicos.

En su conjunto, en este trabajo hemos explorado los cambios que puede inducir la intro-
duccién de interacciones de alto orden en las transiciones de fase de distintas dindmicas de
sincronizacién, entendiendo también el papel de la organizacién microscépica de las estructuras
utilizadas. Hemos demostrado que, a diferencia de lo asumido anteriormente [7], las interac-
ciones de alto orden no inducen necesariamente transiciones explosivas, sino que existen otros
factores, como la naturaleza de la dindmica o la estructura de las interacciones, que también son

determinantes.
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Apéndices

A.

Coleccion de parametros y siglas

G: Grafo.

‘H: Hipergrafo.

N: Conjunto de nodos.

L: Conjunto de aristas.

&: Conjunto de hiperaristas.
e: Elemento de €.

A: Matriz de adyacencia.

A™): Tensor de adyacencia.

(m)

Qijioim: Elemento de matriz ij...jm del tensor de adyacencia A (™).

B(M): Matriz de interaccién generalizada de grado m.

bg;n) : Elemento de matriz ij de B(™).

D(™): Matriz de grado generalizado de grado m.

4™

I Elemento de matriz ij de D™,

Lm): Laplaciano generalizado.

(75 Elemento de matriz ij de Lm,

¢;;: Elemento de matriz ij del laplaciano efectivo.
C;: Coeficiente de clustering local.
C': Coeficiente de clustering global.

m: Orden de una interacciéon en un hipergrafo.

kgm): Grado generalizado de orden m del nodo i.

(k™)) Grado medio de una red generalizado a orden m.
P(k,m): Distribucién de grado generalizada de los nodos de una red.

Tl-(m): Intra-order hyperedge overlap, grado de solapamiento de las aristas concernientes al

nodo 7.

m ’ . . .
Si( ): Numero de vecinos tnicos del nodo <.

S(m)

"' Nimero méaximo de vecinos tunicos posibles del nodo i.

S(m)7

;7 Nimero minimo de vecinos tnicos posibles del nodo 1.
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T Intra-order hyperedge overlap global, solapamiento medio de las hiperaristas de una

red.
N: Numero de nodos de una red.

rm: Radio de orden m con el que se construye una estructura geométrica generalizada a
alto orden.

p: Densidad de nodos en el espacio.

L: Longitud del lado de la cuadricula en la que estan situados los nodos de una estructura

geométrica aleatoria.

X;: Vector n-dimensional del estado del nodo ¢ con respecto a las variables de un sistema

dindmico concreto.

fi(x;): Funcién que describe la dindmica local del nodo 1.

g(™): Funcién de acoplo de orden m.

o(™): Valor del acoplo de las interacciones de orden m.

0;: Estado del nodo i en el modelo Kuramoto.

w;: Dinamica local del modelo Kuramoto, constantes llamadas frecuencias naturales.
g(w): Distribucién que siguen las frecuencias naturales del modelo Kuramoto.

f(0,w,t): Funcién de densidad de osciladores continua usada en el limite termodindmico

del modelo Kuramoto.

U: Distribucién uniforme continua.

z: Parametro de orden que da cuenta del grado de sincronizacién global de una red.
r: Médulo del parametro de orden z.

U: Fase media de la dindmica colectiva de un sistema con el modelo Kuramoto.

T0c: Pardametro de orden que da cuenta del grado de sincronizacién local de una red.

v: Variable del modelo de células pacemakers y del modelo Izhikevich que representa el
potencial de membrana de las respectivas células.

h: Variable del modelo de células pacemakers y del modelo Izhikevich que representa

concentraciones idénicas en el primer caso y corrientes inhibitorias en el segundo.

a£m): Acoplo de orden m de la ecuacién correspondiente a la variable v del modelo de

células marcapasos.
J;Lm)i Acoplo de orden m de la ecuacién correspondiente a la variable A del modelo de
células marcapasos.

En el contexto del modelo de células marcapasos:
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e 7;: Ritmo interno del oscilador 1.

® a, \, Tin, Tout, Lstim» Topen, Telose: Parametros del modelo. a controla el nimero de olas
que producen los nodos, I, es la corriente que recibe cada célula, y los distintos
T representan tiempos de apertura y cierre de las corrientes de las concentraciones
iénicas.
= En el contexto del modelo Izhikevich:
e a: Parametro que controla la magnitud de las fluctuaciones por debajo del potencial

umbral.

e b: Parametro que controla la magnitud de las fluctuaciones por debajo del potencial

umbral.

e c: Regula el reseteo de la variable v tras el disparo del potencial de accién de la

neurona.

e d: Regula el reseteo de la variable h tras el disparo del potencial de accién de la

neurona.
e p: Valor del potencial para que se produzca el reseteo de las variables v y h.
e v": Potencial de reposo.

e v': Potencial umbral.

e &t Inputs que recibe la neurona debido al ruido ambiental caracteristico de los siste-
mas bioldgicos.

e g2: Varianza de la gaussiana que es una de las fuentes del ruido &;.

e \: Frecuencia con la que se liberan neurotransmisores en las terminales presinapticas

que son una de las fuentes del ruido &;.

e gg: Magnitud de los transmisores que se liberan en las terminales presinapticas con
frecuencia A que son una de las fuentes del ruido &;.

» E(v): Desviacién estdndar media de todos los instantes temporales, que se usa como
parametro de orden en los modelos de células marcapasos y el modelo Izhikevich.

» 0;;: Delta de Kronecker.

B. Valores de las constantes de los distintos modelos usados

Ti a Tin | Tout | Topen | Tclose | Vgate | Tlgate

U[0.4,1.6] | 0.02 | 0.3 | 6 120 | 150 | 0.13 | 0.001

Tabla 2: Valores usados de las constantes del modelo de células pacemakers

a b c d p v | v |gw | gs | A
7510500 (35]60]00|1.0]201]02]0.5

Tabla 3: Valores usados de las constantes del modelo Izhikevich
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C. Graficas incluyendo trayectorias backwards
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Figura 18: Sincronizaciéon del modelo Kuram%to en estructura aleatoria. Diagrama de
sincronizacién del modelo Kuramoto para un sistema con y sin interacciones de alto orden, en
un red aleatoria de 1000 nodos con (k) = (k(®)) = 5, incluyendo las trayectorias realizadas
con disminuciones adiabaticas (backwards).
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Figura 19: Sincronizacién del modelo Kuramoato al variar el radio de una estructura
geométrica. Diagrama de sincronizacidon con respecto al parametro de orden global r en el
panel (a) y al pardmetro de orden local 7, en (b) del modelo Kuramoto en una red geométrica
generalizada a alto orden de 500 nodos con (k) = (k) =5, (2 = 1.0 y r; = 0.06, variando
ro. El intra-order hyperedge overlap de cada estructura es, en orden creciente del valor del radio:
72 =0.44,0.15,0.07, 0.03, incluyendo las trayectorias realizadas con disminuciones adiabéticas
(backwards).
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Figura 20: Sincronizacién del modelo Kuramgto al variar el acoplo de alto orden en
una estructura geométrica. Diagrama de sincronizacién del modelo Kuramoto con respecto
a los pardmetros de orden global y local respectivamente en los paneles (a) y (b) en una red
geométrica generalizada a alto orden de 500 nodos con (kM) = (k) =5 7 = 0.06, ry = 0.5
y T = 0.03, variando el acoplo de alto orden o(?), incluyendo las trayectorias realizadas con
disminuciones adiabéticas (backwards).

D. Resultados para el modelo de células marcapasos original

Aqui se presentan los mismos resultados obtenidos para el modelo de células marcapasos,
pero en su version original, es decir, sin la funcién seno en las funciones de acoplo, de manera

que:

N N
1 (1), L 2) (o). A
= f(vi, h +a( )Za = V;) mag)zkzlaijk(v]—i-vk—%,)
R (33)
hi = g(vi, h (1)Za(1) hy —ha) + 5082 SN a2 (hy + by, — 2hy)
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Figura 21: Sincronizacion del modelo de células marcapasos olr)'iginal en estructura
aleatoria. Evolucion del error con respecto al acoplo de las variables v e h del modelo de
células marcapasos con las funciones de acoplo lineales para tres valores del acoplo de alto orden
o$? = 0,0.001, 0.004 y a,(f) = %01(,2), en una red aleatoria de 100 nodos con (kM) = (k) = 5.

E. Modelo Izhikevich para valores altos del acoplo

Fases —— Mediana fases
101 (a) 90 4 (b)

T T T 0 1 T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0

Figura 22: Modelo Izhikevich para valores altos de los acoplos. Evolucién temporal de
las variables del modelo Izhikevich en una red aleatoria de 200 nodos (sombreado) representando
neuronas y la mediana de la evolucién temporal (oscuro), con (k) = 5, y 250 nodos represen-
tando glias con (k(®)) = 5, con valores del acoplo de o) = ¢(2) =2,
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F. Modelo Izhikevich fijando el nimero total de neuronas y glias
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Figura 23: Sincronizacién del modelo Izhikevich variando la fraccién de glias. Diagrama
de sincronizaciéon del modelo Izhikevich con respecto al error del voltaje en una red aleatoria
con 200 nodos en total, siendo en el panel (a) 50 nodos como neuronas de Izhikevich, en (b)
100 nodos como neuronas y en (c¢) 150 nodos como neuronas y el resto de nodos comportandose
como glfas en cada uno de los casos, con (k1)) = 5 para las neuronas y (k(®)) = 5 para las glias,
para 30 valores de ¢(1) y 30 de ¢(?). La banda superior que aparecen en los paneles (b) y (c) con
un valor del error mayor se corresponde a estados sincronizados con mayor varianza, algo que
ya ocurria en en caso de la Figura[17]y se debe al pardmetro de orden usado.

G. Diagrama de estabilidad del modelo Kuramoto con interac-
ciones de alto orden

Extraido del articulo de Skardal y Arenas|].
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Figura 24: Diagrama de estabilidad. Describe los estados incoherente, sincronizado y biestable
en funcién del acoplo de orden 1 K3 (0(1) en este trabajo) y del acoplo de alto orden Ko 3 (0(2)
en este trabajo). Las lineas azul y roja se corresponden con una bifurcacién pitchfork y saddle-
node respectivamente, que colisionan en el punto negro indicado en (Ki, Koy3) = (2,2). Para
Koy3 <2y Koyg > 2 la bifurcacion pitchfork es supercritica y subcritica, respectivamente.
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